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論　文

注入同期の物理限界
田中久陽

1 はじめに

現在の情報通信の基盤として，「注入同期 (injec-

tion locking)」という技術は，近年，地味に注目を

集めているトピックである．注入同期現象とは自

励発振器 (非線形振動子)に外部信号を強制注入す

ると発振器が外部信号に同期する現象で基本的な

物理現象である. これを利用する技術は真空管時代

に端を発し, 現在のミリ波等の高周波数帯での利用,

省電力設計, 回路の微細化の要請から, 現在リバイ

バルが進んでいる. たとえばミリ波帯を用いるベー

スバンド通信において, 注入同期回路は通信の品質

を保証する必須構成要素である．Fig. 1 に示すよ

うにベースバンド通信では，送信側は高レートの

データシグナルそのものを搬送波にダイレクトに

重畳して送信し，受信側はこの「搬送波」を外部信
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号 (入力)として，受信器の発振器の注入同期によ

り，搬送波の周波数に正確に追従，同期する．これ

により，送信されたデータシグナルが正しく復号，

受信されることになる．このベースバンド通信を

用いると，例えば PCやビデオのような機器内部の

大容量のデータ通信に必要となる配線が近距離無

線により置き換えられ，大量の配線が削減される大

きなメリットが生じる．このような背景で，VLSI

技術のオリンピックと呼ばれる国際会議 ISSCCで

は, 注入同期回路に関連する発表が過去数年間, 継

続的に報告されている (例えば [1])．一方で，サイ

エンスとしての重要性からも Nature, Science 誌

等を筆頭に注入同期に関連する物理や生体リズム

(生物時計)の研究が継続的に報告されてきている．

ここでは，注入同期は引き込み (entrainment)とよ

ばれることが多く，この引き込みが非線形振動子の
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集団のパターン形成の基礎となっている [2][3]．と

ころが，この注入同期の物理限界 (実現可能限界)

にはひとつの数理が潜んでいる．これを紹介する

ことが本稿の目的である．

復調器受信データ

注入同期

受信器
受信信号

送信データ

発振器

ミリ波
搬送波

発振器

送信器

1, 0, ...
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Fig. 1 注入同期の応用例: ベースバンド通信

2 注入同期の最適化問題
まずはじめに，注入同期の解析を目的として利

用可能な解析的アプローチについて概説する．注

入同期の性能を評価する尺度として，ロックレン

ジ (locking range)は重要である．ロックレンジと

は注入同期が成立する外部信号 (入力)の周波数帯

域のことであり，これが広ければ，より柔軟かつロ

バストな注入同期が得られるからである．これを

Fig. 2Aに示す．ここで，縦軸の∆ωは発振器の自

励発振周波数と入力周波数の差 (離調)を表し，横

軸は入力の強度を表す．この，くさび状のロックレ

ンジ †1 の外では，同期が成立せず利用不可能とな

る．以下では入力の強度が十分小さな，弱入力の場

合を仮定する．この仮定は，先に述べたベースバン

ド通信などの現在の電子機器においても，入力 (電

流)がデバイスを損傷しないために，また省電力性

の要請からも，自然で合理的なものである．

工学分野での注入同期の先行研究は，アドラー

[4]にはじまり，その後，黒川 [5]，大黒ら [6]と一

般化が進み，かつ解析の対象も広くなっているが，

その本質は，次のいわゆるアドラーの方程式により

†1 非線形ダイナミクスの分野では，これをアーノルドタン

グとよぶ．
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Fig. 2 (A) ロックレンジ，(B) 位相結合関数，(C)
最適入力の様子

理解される．

dα

dt
= ∆ω − ϵ sinα (1)

ここで αは発振器の発振位相と入力信号の位相差

を示し，∆ωは離調を示す．これによって，ロック

レンジが定まるのみならず，同期へ至る過渡状態や

同期の安定性解析が可能になる．この先行研究の

枠組みは，現在でも諸々の対象に適用されている

(例として [7][8])が，その前提条件が発振器は弱非

線形，かつ入力はほぼ正弦波と仮定しており，発振

器の非線形性が強い場合や，入力が正弦波から大き

く外れる場合には，その適用が一般に困難となる．

次にアドラーの方程式の一般化と見做される，位

相方程式の導出と，それによる注入同期の解析につ

いて説明する．ここで扱う発振器はリミットサイ

クル解を持つ非線形振動子とみなせる．そのダイ

ナミクスは一般に，次の方程式にしたがう．

dx

dt
= F (x) + I(t) (2)

ここで，x(∈ Rn)は状態変数，I(t)(∈ Rn)は周期

的入力を表す．ここでは，簡単のため (一般性を失

わず)，入力 I(t)は回路中の１点に注入される入力
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f(t) ∈ Rとする．このとき，リミットサイクル解

を x0(∈ Rn)とすると，これに沿って発振位相に

相当する ψ(∈ [0, 2π] ≡ S)という (局所的な)変数

が導入される．その結果，入力 f が弱入力という

仮定の下で，式 (2)は x = x0 の近傍において次の

ψ についての方程式に縮約される．

dψ

dt
= ω + Z(ψ) · f(t) (3)

ここで，ωは自励発振周波数，Z(ψ)は位相感受関

数とよばれる周期関数である．さらに入力の周波数

を Ω(∼ ω)とすると，ψ に代わる変数 ϕ = ψ −Ωt

が定義される．これは発振状態と入力の位相差に

対応する「遅い」変数とみなされ，速い動きに関す

る平均化により，ϕについて閉じた次の位相方程式

が得られる．

dϕ

dt
= ∆ω + Γ(ϕ), (4)

ただし Γ(ϕ) = ⟨Z(θ + ϕ)f(θ)⟩．ここで，⟨·⟩ は θ

についての 1周期にわたる平均 †1を示し，Γ(ϕ)は

位相結合関数とよばれる．以上の局所変数 ψ の存

在や，(4)の位相方程式への縮約は数学的に厳密な

結果であり [9]，非線形物理の分野でも独自に同等

の結果が得られている [3]．なお，(1) のアドラー

の方程式は (4)の一つの例とみなされる．

Fig. 2Bはロックレンジの導出を説明している．

注入同期が成立するための必要十分条件は，ϕ が

dϕ/dt = 0かつ Γ′(ϕ) < 0をみたすことであり，位

相結合関数の最大値 Γ(ϕ+)と最小値 Γ(ϕ−)の範囲

内に離調 (−∆ω)が入っていることが導かれる．

以上は，1:1引き込み (すなわち，ω:Ω ≈ 1:1)の

場合であるが，同様のことが m:n引き込み (すな

わち，ω:Ω ≈ m:n)の場合に成立する．その場合の

位相方程式は，

dϕ

dt
=∆ω+Γm/n(ϕ), (5)

ただし Γm/n(ϕ)=⟨Z(mθ+ϕ)f(nθ)⟩となる．上記

の位相感受関数 Z は，これまで工学分野でも独自

†1 具体的には，⟨·⟩ ≡ 1
2π

∫ π
−π

· dθ である．

に見出され，ISF[10]や PPV[11] †2 とよばれてい

る. 実際に所与の発振器に対し位相方程式を導く

際，この Z を正確にかつ効率良く求めることが重

要である．これは例えば [12][13]のような複雑な発

振器に対しても，インパルス応答関数法 [14]によ

り，回路シミュレーター (SPICE)から直接に，数

値的に得ることが可能になっている．

2. 1 最適入力の存在: 変分法によるアプロー
チ

以上の準備のもとで，注入同期を最適化する最

適化問題が定式化される [15][16]．たとえばロック

レンジを最大化する場合は，以下のように考える

[15]．まず，入力 f に対し，次の汎関数を定義する．

J [f ] ≡ R[f ] + λ
⟨
f(θ)− C

⟩
(6)

ここで，R[f ]は f に対し (Fig. 2Bのように，一般

に一意に定まる)ロックレンジを与え，具体的には

R[f ] = Γ(ϕ+)− Γ(ϕ−)

= ⟨{Z(θ + ϕ+)− Z(θ + ϕ−)}f(θ)⟩ (7)

と表示される．ここで ϕ+および ϕ−は，それぞれ

位相結合関数 Γ(ϕ)が最大・最小となる ϕ を表して

いる．また，⟨f(θ)− C⟩ = 0は入力 f の 1周期平

均が C となる制約条件であり，特に C = 0のとき

チャージバランス制約とよばれる．これはつまり，

注入される正味の電荷がゼロになるという制約で

ある．また (6) の λ はラグランジュの未定乗数で

ある．要するに (6)により，⟨f(θ)⟩ ≡ C = 0とい

う制約を満たす f のうち，R[f ]を最大にする最適

解 fopt を決めるための (f, λ)についての極値問題

が定式化される．

この極値問題が一意に解をもつためには，もう

一つ制約条件が必要である．たとえばパワー＝一

定とした入力，すなわち，⟨f2(θ)⟩ =一定という制

約条件を課すと，その最適解 fopt は，変分法を用

†2 [11] では，(4) を (1) のアドラーの方程式と対比して，

一般化アドラー方程式とよんでいる．
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Fig. 3 最適注入同期の概要

いて

fopt(θ) =
1

2λ
{Z(θ + ϕ+)− Z(θ + ϕ−)} (8)

と求まり，その極大性も確認される [15]．ここで

λ = 1
2

√
Q/P，ただしP = ⟨f2(θ)⟩, Q = ⟨{Z(θ+

ϕ+)− Z(θ + ϕ−)}2⟩であり，ϕ± は Z についての

非線形方程式から数値的に得られる [15]．

またロックレンジを最大化する代わりに，引き込

み状態の (線形)安定性を最大化することも可能で

ある．この場合はR[f ]の代わりに S[f ] = −Γ′(ϕ∗)

として，その極値問題に帰着する [16]†1．

以上においては，変分法 (オイラー・ラグランジュ

方程式)が用いられ，これによる最適解は (8)の ϕ±

に対し，一般に複数得られることが判明した．しか

し，その他にも最適解があるのか，さらにそれらの

中でベストな最適解 (すなわち物理的限界)とは何

であるか，についての情報は変分法によっては原理

的に得られず，モヤモヤした感じが残っていた．

2. 2 注入同期の物理限界の存在: 不等式によ
るアプローチ

ところが，最近の筆者の研究 [17]により，この

ベストな最適解の存在や非存在，さらにより広いク

ラスの制約条件下での最適解が議論でき，注入同期

の物理限界の存在が明らかになってきた．例えば，

以下の基本的な問題は応用上も重要であるが，これ

らが解答可能となる．

†1 ここで ϕ∗ は (4) の定常解を示し，一般性を失なわず 0

とおいてよい．

P1上で述べたパワー制約された入力 (⟨f2(θ)⟩ =

P =一定)に対し，1:1引き込みのロックレンジを

最大化するものは存在するか？ もし，存在するな

らば，それは唯一か？また，その最大ロックレンジ

の物理的な意味はどのように特徴付けられるのか？

P2 上記のパワー制約入力に代わり，面積制約さ

れた入力 (つまり，その値の絶対値の積分が一定値

に抑えられた入力)に対し，1:1引き込みのロック

レンジを最大化するものは存在するか？ あるいは

振幅制約された入力 (つまり，その絶対値が一定値

以内に抑えられた入力) の場合はどうか？ それら

はどのように特徴付けられるのか？

P3 以上での 1:1引き込みの最適化問題は，一般

のm:n引き込みの場合にも成り立つか？ もし，そ

うならば，その場合の最大ロックレンジはどのよう

に特徴付けられるのか？ また，1:1引き込みの場合

とどのような関係があるのか？

これらの基本問題P1，P2，P3に対し，ある意味

で完全な解答が可能であることを (以下の S1, S2,

S3において) 示す．その準備として，まず入力 f

の属すクラスとして p乗可積分な関数 Lp(S)を仮

定しよう．

∥f∥p ≡ ⟨|f(θ)|p⟩
1
p =M <∞, (9)

ただし，p ≥ 1であり，M は正定数とする．特に

p = 2の場合，(9)は ⟨f2⟩ =M2，すなわち f のパ

ワーがM2 に制約されることを示す．また，p = 1

の場合，⟨|f |⟩ =M，すなわち f の「面積」がM に
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制約される．一方，p = ∞では (9)は ∥f∥∞ =M

に相当し，∥f∥∞は |f(θ)|の本質的上限 (ess. sup)

なので |f(θ)| < M (殆んど全ての θ ∈ S)となる．

要するに，これらの f には微分可能性や連続性も

必要とせず，2.1の変分法によるアプローチで暗黙

に仮定していたよりも広いクラスの関数となって

いる．

さらに，(9)に加え，先に述べたチャージバラン

ス制約を導入する

⟨f(θ)⟩ = 0. (10)

以上のもとで, 2.1でのパワー制約のもとでの注入

同期のロックレンジの最大化は, 次の最適化問題と

して定式化される．愚直に書くと

maximize R[f ]

subject to ⟨f(θ)⟩ = 0, ∥f∥p =M (11)

となるが, 2.1と同様に，少し工夫をして, ∥f∥p =M

のもとで J [f ] = R[f ] +λ⟨f(θ)⟩を最大化する f と

λ を求める問題に焼き直すことができる. さらに,

この J [f ]は, (7)により次のように 2つの関数 f と

g の内積として表示が可能である:

J [f ] = ⟨f(θ)[Z̄(θ) + λ]⟩ ≡ ⟨f(θ)g(θ)⟩, (12)

ただし g(θ) = Z̄(θ)+λ, Z̄(θ) ≡ Z(θ+∆ϕ)−Z(θ)

および ∆ϕ ≡ ϕ+−ϕ− であり，この∆ϕは変数 θの

座標変換 θ+ϕ− → θ により自然に導入された. 一

方，引き込み状態の (線形)安定性最大化は，(11)にお

いて R[f ]を単に S[f ] = −Γ′(ϕ∗) = −⟨f(θ)Z′(θ)⟩

とおき換えればよい．したがって，この場合は (12)

の g(θ)を g(θ) = −Z′(θ)とおけば，同様の議論が

可能となるので，以下ではロックレンジ最大化の

g(θ) = Z̄(θ) + λの場合のみを考える．

2.1では，この J [f ]の最大化に変分法を用いた

が，(12)をみれば，この問題はしかるべき構造を

もつことに気がつく．そのキーとなるのが，次のヘ

ルダーの不等式 (Hölder’s inequality)[18]である．

∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q, (13)

ただし，この p，qは 1 ≤ p, q ≤ ∞, p−1+q−1 = 1

を満たす．この (13) より，(12) の J [f ] を最大化

することは，

J [f ] = ⟨fg⟩ ≤ ⟨|fg|⟩

= ∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q =M∥g∥q (14)

において全ての等号が成立する入力 f を，所与の

g(= Z̄(θ)+λ)について求めることに帰着する．紙

面の制約から詳細は他に譲り，(先の P1，P2，P3

にそれぞれ対応して)得られる結果を以下に整理し

よう. その大枠は, Fig. 2Cの (a), (b), (c)に示す

ように, 1 < p < ∞ (特に p = 2), p = 1, p = ∞

の 3通りに分類される †1. おのおのの概要は以下

の通りである.

S1 1 < p < ∞の場合，1:1引き込みにおいて，

最適な入力 (≡ fopt, p) は Lp(S) 内で唯一存在す

る．この fopt, p は，Z により陽に与えられ，この

ベストな最適入力に対応する最大ロックレンジと

は，ヘルダーの不等式 (13)の右辺に他ならない．

S2 p = 1 の場合の 1:1 引き込みにおいても最

大ロックレンジに上限が存在する．一般的な Z に

対し L1(S)内でしかるべき正負一対のパルス入力

(≡ fopt,1)を設計することにより，この上限へパル

スの幅を細くするにつれ，いくらでも漸近可能で

ある．このパルス入力の形状は上記の S1 での最

適入力における p → 1の極限と整合し，このロッ

クレンジの上限は，ヘルダーの不等式 (13)の右辺

で p = 1, q = ∞とおいたものに相当する．一方，

p = ∞の場合の 1:1引き込みにおいて，最適入力

(≡ fopt,∞)は L∞(S)内で唯一存在し，Z により

陽に表示され，S1の最適入力で p → ∞の極限に

一致する．これに対応する最大ロックレンジは，ヘ

ルダーの不等式の右辺で p = ∞, q = 1とおいた

ものに相当する．

S3 ここでは簡単のため Z, f，および以下で定義

する Zn, fmはいずれもフーリエ級数表示が可能な

†1 本稿では，周期的自発発火を示す Hodgkin-Huxley ニ

ューロンモデル [16] から得られる Z を一例とする．これ

は，Fig. 2C の (d) および Fig. 3C に示す通りである.
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クラスの関数とする: Z(θ) = a0

2
+
∑

j(aj cos jθ+

bj sin jθ), f(θ) =
c0
2

+
∑

k(ck cos kθ+ dk sin kθ),

Zn(θ) ≡ a0

2
+

∑
j(anj cosnjθ + bnj sinnjθ),

fm(θ) ≡ c0
2

+
∑

k(cmk cosmkθ+dmk sinmkθ)†1．

また対応する Γm/n(ϕ) = ⟨Z(mθ + ϕ)f(nθ)⟩ も，

Z, f のフーリエ級数から項別積分により，フー

リエ級数表示可能とする．このとき三角関数の積

和の公式より Γm/n(ϕ) = ⟨Zn(mθ + ϕ)f(nθ)⟩ =

⟨Zn(mθ + ϕ)fm(nθ)⟩ である．この式は, S1，S2

で得られている 1:1 引き込みの最適入力を得るア

ルゴリズムにおいて，Z を Znとおきかえるのみで

一般の m:n 引き込みの最適入力が fm(nθ)の形で

得られることを示す †2．Fig. 3A，Fig. 3Bはそれ

ぞれ 1:1引き込みと 1:2引き込みの最適入力を示す

が，1:2の場合は 1:1の場合に比べ波形がシンプル

になっている．これはZn(ただし，ここでは n = 2)

において, Fig. 3Cに示す元の Z での高調波からの

寄与が少なくなるためであり，一般に nが大きく

なるにつれこの傾向が顕著になる．

これらの結果により，P1, P2, P3への解答が得

られた．以上の S1, S2, S3およびこれらに関する

最適化アルゴリズムの基礎として，いくつかの定

理が得られている [17]．ご利益として，2.1の先行

研究 [15][16]では出来なかったことが可能になる．

それは例えば，次の事柄である．(1)「注入同期の

物理限界」の存在証明・本質を示すこと，(2) パル

ス入力の取り扱い，(3) ロックレンジの最大化，安

定性の最大化，一般のm:n 引き込みでの最適化問

題が系統的に解答可能となること．要するに，以上

により弱入力の場合の注入同期の物理限界に対し，

一般的に成立する「基本法則」のようなものがある

と分かった．

それでは，この「基本法則」が当てはまる「物理」

は他にもあるだろうか？ 実は，近年，地味に盛り

†1 直観的には Zn, fm はそれぞれ Z, f のフーリエ級数

を nj, mk 項のみ残して間引いたものである．

†2 ただし，m:1 の引き込みの場合のみ例外的に，その最適

入力が (m:m=1:1 引き込みの場合と一致するため) 存在

しないことになる．しかし，これが漸近的には，1:1 引き

込みの最適入力と一致するとみなすことは可能である．

上がっている Tsallis統計 [19]が該当する [20]．こ

れについては，別報に譲るが，筆者の知る限り，広

く知られているヘルダーの不等式が本質となる物

理，工学等の具体的問題がこれまで全く知られてい

なかったのは驚きでさえある．ヘルダーの不等式

の 100年以上の歴史と，数学では日常的に使用さ

れていることを鑑みれば，である．

3 応用例と今後の課題
本論文の注入同期に関する課題としては，まず

[1][7][8][12][13] のような回路設計への応用が挙げ

られる．一方，他の分野での課題として，制御理論

の最近の研究ではエネルギー (パワー収支)制約下

での最適制御 [21][22]が注目されているが，われわ

れの一般化パワー (p乗ノルム)制約下での取り組

みは, そのような研究に貢献をすることも期待され

る. さらに制御理論の新規な方向性として, 振動子

集団の「アンサンブル制御」(例えば [23]) が開拓

されているが, そこでもパルス列の入力による制御

則として, われわれの結果は有用となると期待され

る. またヘルダーの不等式が本質的となる極値問題

は，Tsallis統計の他にも存在するが，これについ

てに別報を期待されたい．

本稿では最近筆者の出会ったささやかな発見を

鮮度よく皆様にお届けすることを目的とした．そ

のため厳密性や詳細については割愛せざるえなかっ

た．これらについては末尾の文献，筆者の研究室の

サイト [24]を参照されたい．
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［Abstract］ In this article, a universal mechanism governing entrainment limit is shown

to exist under weak forcings. This underlying mechanism enables us to

understand how and why entrainability is maximized; maximization of the

entrainment range or that of the stability of entrainment for general forcings

including pulse trains, and a fundamental limit of general m:n entrainment,

are clarified from a unified, global viewpoint. These entrainment limits are

verified in the Hodgkin-Huxley neuron model as an example.


