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注入同期型 E級発振器のロックレンジを最大化する入力波形の設計

と実験検証

矢部 洋司† 欧陽 有界† 中川 正基† 宇都宮健介†

永島 和治†† 関屋 大雄†† 田中 久陽†a)

A Design and Its Experimental Verification of Optimal Input Waveforms

Maximizing Locking Ranges for an Injection-Locked Class-E Oscillator

Yoji YABE†, Youjie OUYANG†, Masaki NAKAGAWA†, Kensuke UTSUNOMIYA†,
Tomoharu NAGASHIMA††, Hiroo SEKIYA††, and Hisa-Aki TANAKA†a)

あらまし 注入同期とは，自励発振器に周期的外部信号を強制注入すると発振器が外部信号の周波数に同期す
る基本的な物理現象である．この注入同期は発振器の周波数安定性を向上し，長い歴史と様々な応用をもつ．こ
こでは最近得られた最適化理論 [1], [2]を用い，E級発振器の引き込み周波数帯（ロックレンジ）を最大化する外
部信号の波形を，様々な制約条件のもとで設計する．この波形は，数値シミュレーション並びに実機実験により
最適であることが検証され，電子回路の発振器において，ロックレンジの最大化が可能であることが，理論，数
値シミュレーション，回路実験により，初めて実証される．

キーワード 注入同期，最適化問題，E 級発振器，位相縮約，位相感受関数

1. ま え が き

注入同期とは，自励発振器に周期的外部信号を強制

注入すると発振器が外部信号の周波数に同期する基本

的な物理現象である．注入同期の実用上の応用は真空

管の時代にはじまるが，近年の電子機器の高周波数化，

省電力化，微細化に伴い，その応用の対象が更に拡大

している．しかしながら，その工学的応用の重要性と

長い歴史にもかかわらず，注入同期の「性能」の向上

可能限界を明らかにする理論は最近得られたばかりで

ある [1], [2]．

本論文は，最近パワーエレクトロニクス分野で注目

されている E級発振器への応用を念頭に，図 1に示す

注入同期型 E 級発振器 [3], [4] を対象とし，その注入

同期の生じる外部信号の周波数帯，すなわち引き込み

周波数帯（ロックレンジ）の最大化が可能であること
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を実験と理論の両面から示す．注入同期型 E級発振器

は，ロックレンジの範囲内で安定かつ高効率動作を可

能にすることが知られており [3], [4]，このロックレン

ジをより広くすることが望ましい．そのため，本論文

は，E級発振器のロックレンジに関し以下の問題に解

答を与える．

Q1 注入同期型 E級発振器のロックレンジを最大化

する入力波形（図 1(a)の Injection signalに相当）は

理論的にどのように与えられるか？

Q2 上記の Q1 で得られる理論的結果は，対応す

る回路シミュレーション及び実験の観測結果と整合す

るか？

本論文の構成は以下のとおりである．まず，2.にお

いて本研究の位置付けと問題設定を述べる．3. では，

注入同期型 E級発振器の回路モデルを導入し，これに

よる回路シミュレーションと実験系からの結果の整合

性を検証する．その上で，実験系から，対応する回路

方程式のパラメータ抽出を行う．一方，4.では，[1], [2]

の最適化アルゴリズムを用いて，注入同期型 E級発振

器のロックレンジを最大化する入力信号波形を理論的

に求める．5.では，4.で求めた入力信号波形がたしか

250 電子情報通信学会論文誌 A Vol. J101–A No. 10 pp. 250–259 c©一般社団法人電子情報通信学会 2018



論文／注入同期型 E 級発振器のロックレンジを最大化する入力波形の設計と実験検証

図 1 (a) 注入同期型 E 級発振器，(b) 回路実装の様子
Fig. 1 (a) An injection-locked class-E oscillator,

(b) A circuit implementation.

に最適であることを実験により直接検証する．更に 4.

で求めた入力信号波形と系統的な数値シミュレーショ

ン結果との整合性も確認する．

2. 本研究の位置づけと問題設定

先行研究 [3], [4]などにより，注入同期型 E級発振器

のロックレンジを解析的に求めることが可能となって

いる．特に，最近の研究 [4]は弱入力の仮定のもとで，

回路方程式のリミットサイクル解近傍のダイナミック

ス（すなわち，発振状態）に対し，発振位相について

成り立つ位相方程式（その詳細は，例えば [5], [6] を

参照）を導出している．その結果，正弦波に限らない

種々の入力信号波形に対しロックレンジが準解析的に

得られ，これが回路シミュレーションあるいは実験系

から得られるロックレンジと一致することの検証が可

能となった．また，この結果により，先行研究 [3] な

どにおける，入力を正弦波に限る従来からの制約も不

要となった．

上記の位相方程式とは，次の 1変数の常微分方程式

により与えられる．

dφ

dt
= Δω + Γ(φ), (1)

ただし，Γ(φ) =
1

2π
〈Z(θ + φ)f(θ)〉

図 2 注入同期型 E 級発振器の位相感受関数 Z の例
Fig. 2 An impulse sensitivity function (ISF) Z of the

designed injection-locked class-E oscillator.

ここで，φは発振波形と入力波形の位相差に相当する変

数，Δω (= ω0 − Ω)は発振器の自然角周波数 (= ω0)

と入力の角周波数 (= Ω)の差（離調），θは θ = Ωtを

表す．更に，Z(θ) は対象とする発振器の位相感受関

数，f(θ)は入力，〈·〉は θ についての 1周期にわたる

積分，すなわち
∫ π

−π
· dθ を示し，Γ(φ)は位相結合関

数と呼ばれる．（これらの詳細，導出については，[5], [6]

などを参照）

図 2に，対象とする注入同期型 E級発振器の位相感

受関数 Z(θ)を示す．この Z(θ)はインパルス応答関数

法 [7]により，付録 1.の回路パラメータのもとで，3.

に示す回路を記述する常微分方程式から，数値計算に

より得られる．その計算の概要は以下のとおりである．

Z(θ)を取得する際に用いる単一のパルスは，パルス幅

を 0.002 · 2π rad とし，振幅（高さ）を 10 Vとした．

このパルスは注入同期を意図するものではなく，Z(θ)

を得るための（仮想的な）微弱入力である．この入力は

図 1(a)の入力段の vinj(t)に相当する．これに対し入

力段の Rinj を Rinj = 20 kΩと設定しているため，実

際に注入される電流は微弱である．したがってパルス

注入後に生じる発振位相の位相シフト量も微小である．

以上の設定のもとで，発振位相 θ のタイミングでパル

スを注入し，その結果引き起こされる位相のシフト量

を入力のパルスの面積 (= 0.002 · 2π · 10 rad · V)で正

規化する．以上のルーチンを θ ∈ [0, 2π]の範囲で繰り

返すことにより，θごとのZ(θ)の値が得られる．なお，

Z(θ)は周期関数であり，変数 θ = Ωtは tの初期条件に

おける任意性を残しているので，以下ではMOSFET

のスイッチ（図 1(a)の S に相当）のオン・オフのタ

イミングがそれぞれ θ = 0, π となるように設定する．

その他の詳細は，[4]の 5.，[6]の 3.を参照のこと．

図 3にロックレンジ (locking range)と位相結合関

数 (interaction function)Γ(φ)の対応関係を示す．図
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図 3 (a)ロックレンジと (b)位相結合関数 Γ(φ)の概念図
Fig. 3 Schematic illustrations of (a) locking range

and (b) interaction function Γ(φ).

3(a)は図 3(b)との対応のため，横軸を入力 f の強度

(forcing strength)，縦軸を上で定義した離調 (detun-

ing)としている．注入同期が成立するための必要十分

条件は，注入同期下の不動点 φ，すなわち式 (1)の左

辺を 0とおいたときの φの解が Γ′(φ) < 0を満たす状

態（図 3(b) の曲線の太線部分に対応）であり，位相

結合関数の最大値 Γ(φ+)と最小値 Γ(φ−)の範囲内に

離調 (Δω)が収まることと等価である．このように定

義されるロックレンジは入力 f に対し一意に決まり，

これを入力 f の汎関数として表示することが可能であ

る．更に，入力 f の諸々の制約のもとで，ロックレン

ジを最大化する f を決定（設計）する理論が最近得ら

れている [1], [2]．

本研究は以上の理論的枠組みと，注入同期型 E級発

振器における [4]の結果をふまえ，注入同期型 E級発

振器に対し，入力の様々な制約条件のもとで，実際に

ロックレンジを最大化する問題に取り組む．

従来研究において，注入同期のロックレンジ等の最

大化は，最近，実在系について [8]～[10]により報告さ

れているが，これらはいずれも，実験室で実現される

特殊な化学振動子を対象としている．実用上有用な電

子回路等の実在系においても，ロックレンジの最大化

が重要であることはいうまでもなく，本研究は，この

必要性に応えるものとして最初の実例と解析結果を与

えるものである．

3. 実験系とシミュレーション結果の整合性

図 1(a) の回路内の MOSFET 素子以外は全て線形

素子であり，唯一の非線形素子であるMOSFETの適

切なモデリングが実験系と回路の数値シミュレーショ

ンの整合性を得るための要となる．本研究では，先行

研究 [3], [4]にならい，図 4に示すMOSFETのスイッ

チモデル [11]を採用する．このモデルは，MOSFET

のゲート-ソース間を等価キャパシタンス Cg 及び等価

抵抗 rg の直列結合により近似し，更にドレイン-ソー

図 4 MOSFET のスイッチモデル
Fig. 4 A switch model of the MOSFET.

ス間をゲート-ソース間の電位差に応じてオン・オフが

切り替わるスイッチ S とMOSFETのオン抵抗 rS に

よる直列結合で近似する．このスイッチにより，オン

状態でドレイン-ソース間の等価抵抗が rS となり，オ

フ状態ではこれが +∞ となる．以上のスイッチモデ

ルにより，図 1(a) の回路の方程式は次のように与え

られる [3], [4]．

diC
dt

= 1
LC

(VDD − vS − rLC iC),
dvS
dt

= 1
CS

(iC − vS
RS(vf )

− i),

ただし，

RS(vf ) =

{
rS , for vf ≥ Vth（スイッチオン）

∞, for vf < Vth（スイッチオフ）,
dv
dt

= i
C0

,
di
dt

= 1
L0

(vS − v − v1 − v2 − rL0 i),
dv1
dt

= 1
C1

(i − v1+v2
R

),
dv2
dt

= 1
C2

(i − v1+v2
R

− if ),
dif

dt
= 1

Lf
(v2 − vf − rLf if ),

dvg

dt
= 1

Cg
(if +

VDD−vf

Rd1
+

vinj−vCinj−vf

Rinj
− vf

Rd2
),

dvCinj
dt

=
vinj−vCinj−vf

CinjRinj
,

vf = vg + Cgrg
dvg

dt
.

(2)

以上の式 (2)の各変数，パラメーター（回路の素子値）

は図 1(a)に記載のとおりであり，RS(vf )の定義は上

記のスイッチモデルに対応している（注1）．また，vinj(t)

は入力電圧波形を表し，t は時間を表す．本論文では，

式 (2) の微分方程式の数値積分に 4 次のルンゲ-クッ

（注1）：RS をオン・オフの 2 状態のみを取るスイッチモデルとしてい
るため，式 (2) の数値積分から得られる電圧・電流波形は，MOSFET

のオン・オフの状態が切り替わる瞬間に角をもつ波形となる．一方，実
験で得られる波形は，この角が，わずかに丸められた（なまった）もの
となる．（図 5 参照のこと）このことは，数値シミュレーションにおいて
RS を vf に依存して連続的に滑らかに変化する関数 RS(vf ) に変更
することにより，再現可能である（付録 2.）．
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タ法を用い，時間刻みΔt = 2π/(2000ω0) � 3.1 nsec

とした．

本論文中の実験系及び数値シミュレーションにお

いて，入力抵抗 Rinj と MOSFET 以外の全ての素

子値を [4] と同一に設定した．これらを付録 1. の表

A· 1 に記載する．MOSFET 素子は [4] と同一の素子

(IRF530 MOSFET)を用いた．[4]では，上記のMOS-

FET素子のスイッチモデルのパラメータ rS , Cg, rg を

以下のように設定しており，本論文もこれにしたが

う．まず，rS はデータシートに記載の値 (rS = 0.16

Ω) とする．次に，Cg と rg を実測値すなわち Cg =

1.72 nF, rg = 3.0 Ω とする．（これらの値は，[4] の

ものとわずかに異なっている．）また，Rinj の値を

Rinj = 20 kΩとした．その理由は，以上の諸々の素子

値のもとで，Rinj = 20 ∼ 40 kΩに対し，ほぼ E級動

作条件（ZVS/ZDS 条件）[3], [4] が満足されることが

数値シミュレーション及び実験結果から認められるか

らである．（その一例は図 5に示すとおりである．）

以上の設定のもとでの，数値シミュレーションと回

路実験の結果比較を図 5及び図 6に示す．図 5は，入

力電圧 vinj を振幅 5 Vの正弦波とした場合の vf , vS ,

v0 の電圧波形を比較している．その結果，数値シミュ

レーションと実験の電圧波形に高い精度の一致が認め

られ，いずれも E 級動作条件 [3], [4] を満足すること

が認められる．一方，図 6 は，この正弦波入力に対

し，そのロックレンジを実験系，式 (2)の数値シミュ

レーション，式 (1)への縮約にもとずく解析的手法に

よる結果の三者において比較している．図の横軸は離

調Δω (= ω0 − Ω)を示し，縦軸は入力の振幅を示す．

明らかに，それぞれのロックレンジは高い精度で一致

することが認められる（注2）．すなわち，[3], [4]と同様の

回路方程式とMOSFETのモデリングのもとで，電圧

波形，ロックレンジについて実験系と数値シミュレー

ションの定量的な整合が得られ，[4]と同様の結果が再

現された（注3）．

（注2）：この一致度は Rinj を十分大きく設定すると常に得られ，4. の
図 8 のとおり，正弦波以外の他の入力波形に対しても同様の高い精度の
一致が認められる．特に，図 6 の数値シミュレーションと解析的手法の
結果の一致度が高く，部分的に両者が重なってプロットされている．
（注3）：本論文の実験と数値シミュレーションは，E 級動作時の vf の
振幅 (� 20 V) が Vth(� 3 V) に比べ十分大きい条件下で行われてい
る．このとき MOSFET は，ほぼオン・オフの 2 状態のみで動作して
おり，スイッチモデルの良い近似となっている．一方．実験において vf

の振幅を極端に小さくしていくと，実験結果と（上記のスイッチモデル
を用いた）数値シミュレーションの結果は，一致しなくなることが認め
られる．

図 5 E 級動作条件を満たす電圧波形の比較．(a) 数値シ
ミュレーション結果，(b) 実験結果

Fig. 5 Comparisons of free-running class-E oscilla-

tor voltage waveforms. Waveforms from (a)

numerical simulations, and (b) circuit experi-

ments.

図 6 数値シミュレーション，実験，理論から得られるロッ
クレンジの比較

Fig. 6 Comparisons of locking ranges, obtained from

numerical simulations, circuit experiments,

and theory.

数値シミュレーションによらず，解析的にロックレ

ンジを求める手法には，シミュレーション結果の正し

さの裏付けを与えるのみならず，計算量を大幅に削減

する利点がある．解析的手法によれば，位相感受関数

Z(θ) を一度得ることができれば，任意の入力波形に

対して，ロックレンジを簡単に算出することができる．

この Z(θ)は，式 (2)の過渡応答解析を（θ ∈ [0, 2π]の

範囲で，等間隔の θ の値で）100回程度くり返すのみ

で精度良く求められる．一方，回路シミュレーション

から直接にロックレンジを求める場合は，入力の強度

を一定とした上で周波数を掃引しながら時間波形を取

得する．そして，この波形から同期・非同期を判定す

る．具体的な手順は，まず自励発振周波数と等しい周

波数を起点とし，そこから一定の粗い周波数ステップ

で入力の周波数を変化させ，非同期状態を検出するま
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で掃引する．次に同期・非同期領域の境界では，同期

状態を検出した点と非同期状態を検出した点の中央の

周波数において，同期・非同期を新たに判定する．こ

れを同期・非同期領域の境界のみで一定回数繰り返す．

このように同期・非同期領域の境界付近では周波数ス

テップを細かくする一方，それ以外の箇所では周波数

ステップを粗くするという手順をとることで効率的に

掃引を行っている．しかし，このような工夫によって

も，後述される図 8のデータ点を得るためには，一つ

のデータ点ごとに入力 1種類当り式 (2)の過渡応答解

析を 130回程度くり返す必要がある．

4. E級発振器の入力信号波形の最適化

[1], [2]の最適化理論の結果より，1 : 1同期のロック

レンジを最大化する最適入力波形 fopt, p は，それぞれ

(a) p = 1，(b) 1 < p < ∞，(c) p = ∞，の 3通りの

制約条件に対し別々に得られる．その詳細は次のとお

りである．まず制約条件として，入力（注入）波形 f

に ‖f‖p ≡ 〈|f(θ)|p〉 1
p = M の制約を課し，M を正定

数とする．特に，p = 1の場合，||f ||1 = 〈|f |〉 = M，

すなわち f の掃引する「面積」がM に制約されるこ

とを示す．また，p = 2の場合，‖f‖2 =
√

〈f2〉 = M，

すなわち f の 2 乗平均が M2

2π
に制約されることを示

す．これは f の実効値が
√

1
2π

〈f2〉 = M√
2π
に制約され

るともいえる．また，p = ∞で，制約は ‖f‖∞ = M，

すなわち |f(θ)| < M となるため f の最大値がM に

制約されることを示す．

図 7に，これらに対応する最適入力波形を示す．図

中の左側が理論解，右側が実験においてファンクショ

ンジェネレータにより生成した波形である．以下，制

約条件 (a)，(b)，(c)ごとに，その詳細を説明する．

（a）p = 1の場合

fopt, 1(θ) = M [Δ(θ) − Δ(θ + Δφmax)], (3)

ただし，Δ(θ + Δφ) ≡
{

1
2ε
（|θ + Δφ| ≤ εなるθ），

0（その他のθ），

が最適入力波形となる．ただし，ε → +0（注4）．つま

り，パルス間の位相差 Δφ が Δφ = Δφmax である

正負一対パルスが最適解である．この最適値 Δφmax

は，与えられた位相感受関数 Z(θ)に対し唯一に決定

（注4）：正確にはパルス巾を 0 に近づけることにより，ロックレンジ
は理想的な最大ロックレンジにいくらでも漸近する（その詳細は [1] の
p. 7 の 3.2 と [2] の p. 6 の 5.3 を参照のこと）．

図 7 最適入力電圧波形．(a) 面積制約の場合 (p = 1)，
(b) 実効値制約の場合 (p = 2)，(c) 振幅制約の場合
(p = ∞)

Fig. 7 Optimal input voltage waveforms under (a)

area constraint (p = 1), (b) root mean square

constraint (p = 2), and (c) amplitude con-

straint (p = ∞).

される [1], [2]．これを決定する数値的アルゴリズムの

詳細については，[2]の 6.3を参照のこと．このアルゴ

リズムにより，図 2 の注入同期型 E 級発振器の位相

感受関数 Z(θ) に対し，p = 1 の場合の最適位相差は

Δφmax = π となる．つまり，位相差 π の正負一対の

パルスが最適解となる．このときの最適入力波形の様

子を図 7(a)に示す．

式 (3)のとおり，理想的には限りなく細いパルスを

想定しているが，ここでは入力電圧を最大 ±10 V と

したために（数値シミュレーションも，これに伴い）

幾分太いパルス（発振周期に対するパルス幅の比，す

なわち Duty比=10 %）と設定している．

（b）1 < p < ∞の場合

fopt, p(θ) = Msgn[g(θ)]

(
|g(θ)|
‖g‖q

) 1
p−1

(4)

が最適入力波形となる．ただし，g(θ) ≡ Z̄(θ) + λ，

Z̄(θ) ≡ Z(θ + Δφ) − Z(θ)．ここで，Z̄(θ) に含まれ

るパラメーター Δφ ≡ φ+ − φ− は，位相結合関数の

最大値 Γ(φ+)と最小値 Γ(φ−)を与える φ+ と φ− に

よって定まり，λはラグランジュの未定乗数である．こ

れらの値は [1], [2]のアルゴリズムにより数値的に得ら

れる．本研究で用いる注入同期型 E級発振器の位相感
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受関数 Z(θ) に対し，p = 2 の場合の最適なパラメー

ターの値は (Δφ, λ) = (π, 0)と一意に得られる．この

場合の fopt, 2(θ)は，図 7(b)に示すような正弦波に近

い形状の連続波となる．

（c）p = ∞の場合

fopt, ∞(θ) = Msgn[Z̄(θ) + λ], (5)

が最適入力波形となる．ここで，式 (5) に現れる二

つのパラメーター Δφ, λ は [1], [2] のアルゴリズムに

より数値的に決定される．本研究で用いる注入同期

型 E級発振器の位相感受関数 Z(θ)に対し，この値は

(Δφ, λ) = (π, 0)と一意に得られ，fopt, ∞(θ) は，図

7(c)に示す Duty比 50% の矩形波となる．

5. 実験における入力波形の最適性の検証

本章では，4. で得られた最適入力波形の最適性を

ロックレンジを実験測定することにより検証する．実

験における入力波形（注入電圧）vinjの生成には，ファ

ンクションジェネレータ (FG) Tektronix AFG1022

を用いた．図 7 のように幾分か歪が見られるものの，

本研究で用いる入力波形は全て，小さな誤差の範囲内

で精度よく生成可能であることが分かる．同期の成立・

不成立は，入力波形 vinj の周波数と，E級発振器の発

振周波数を同時計測し，これらが等しいか否かにより

判定される．

図 8 に得られた結果を示す．縦軸は入力の振幅を

表し，横軸のΔω は離調を表す．以下，制約条件 (a)，

(b)，(c)ごとにその詳細を説明する．まず，図 8(a)に，

(a) の入力の面積を一定とした場合のロックレンジの

比較を示す．ここで，× の各データ点は数値シミュ
レーション結果，◦の各データ点はそれぞれに対応す
る異なる入力における実験の結果，実線は式 (1)によ

る理論値を示す．数値シミュレーション結果と実験結

果と理論値は例外なく整合している．確かに，入力が

位相差 π の正負一対パルスのとき，ロックレンジが最

大化されることが確認される．

以上の正負一対のパルス入力の最適性をより詳しく

調べるために，これらのパルスの位相差 Δφの値ごと

に，これに対応するロックレンジを求めた．図 9に示

すように，実験結果とシミュレーション・理論結果は

良く一致する．例えば位相差 Δφ = π の最適なパル

ス入力 (Δφ = Δφmax)は，位相差 π/2のパルス入力

(Δφ = π/2)に比べ，約 1.4倍のロックレンジを実現

図 8 数値シミュレーション，実験，理論から求めたロックレ
ンジの比較．(a)入力波形の面積制約（〈|f(θ)|〉 = M

一定）の場合 (p = 1)，(b) 入力波形の実効値

（∝
√

〈f2(θ)〉 = M 一定）制約の場合 (p = 2)，

(c) 入力波形の振幅（|f(θ)| < M 一定）制約の場
合 (p = ∞)

Fig. 8 Comparisons of locking ranges under (a) area

constraint (p = 1), (b) root mean square con-

straint (p = 2), and (c) amplitude constraint

(p = ∞).

することが認められた．ただし，ここでも入力のパル

スを，Duty比 10 %とし，高さ 10 Vとした（注5）．

次に，図 8(b)に，(b)の入力の 2乗平均（実効値）

を一定とした場合のロックレンジの比較を示す．理論

から得られた最適入力に対し最大のロックレンジが計

（注5）：入力のパルスを Duty 比 10% としたため，二つのパルスの位
相差 Δφ のとり得る最小値は 0.2π となる．これより小さい位相差とす
ると，二つのパルスが重なり，面積制約を破ることに注意．
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図 9 二つのパルスの位相差 (Δφ) とロックレンジの関係
Fig. 9 Locking ranges for different phase separation

(Δφ) between two pulses.

測された．また，正弦波入力に対しては，予想にたが

わず最適入力よりわずかに狭いロックレンジとなるこ

とが認められる．

最後に，図 8(c)に，(c)の入力の振幅を一定とした

場合のロックレンジの比較を示す．確かに入力が矩形

波のとき，ロックレンジが最大化されることが確認で

きる．

6. む す び

本研究では，[1], [2] の最適化理論を用い，注入同期

型 E級発振器における引き込み周波数帯（ロックレン

ジ）の最大化が可能であることを，理論，数値シミュ

レーションと回路実験の両面から示した．具体的には，

1.のQ1, Q2にそれぞれ対応して，次の結果を得た．

S1 回路方程式に対して，最適化理論 [1], [2]を適用

し，理論的に最適な入力信号波形を得た．入力信号に

課される制約条件が面積一定制約の場合は位相差 πの

正負一対のパルス波，2乗平均（実効値）一定制約の

場合は正弦波に近い入力波形，振幅一定制約の場合は

Duty比 50%の矩形波が最もロックレンジを大きくす

ることが検証された．

S2 S1で得られた入力波形は実験においてもロック

レンジを最大化することを，(a)面積制約，(b) 2乗平

均（実効値）制約，(c) 振幅制約の三つの現実的な条

件下における系統的な実験により確認した．

要するに，1. の問題 Q1, Q2 に対し，いずれも肯

定的な結果が得られ，理論的に得られた最適入力波形

の最適性が実験系において検証された．われわれの知

る限り，ロックレンジを最大化する入力信号の設計と

その実験検証は，これまで [8]～[10]の化学振動子にお

いて得られているのみであり，実用上有用な電子回路

での実証は存在しなかった．また近年では，マイクロ

コンピュータや DA変換器の高性能化により，任意の

波形を生成するコストが下がってきていることから，

今後は心臓ペースメーカー等を含むより多様な応用へ

の展開も期待される．
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付 録

1. 数値シミュレーションにおけるパラメータセット

本論文での実験系は，[4]で用いられている実験系と

同一である．すなわち本論文において，（Rinj をのぞ

き）[4] と同じ基板及び部品を用い，[4] で用いた回路

上で実験を行った．したがって，表 1に記載の大部分

の素子の設計値と実測値は，[4]に記載のものと同一で

ある．

本論文の数値シミュレーションにおけるパラメータ

セット（素子値）を表 A· 1に記載する．表 A· 1中の
設計値は，[4] において注入同期型 E 級発振器が E 級

動作条件を満足することを目的として設計された素子

値であるが，この設計値を本論文中の数値シミュレー

ションにおける回路パラメータとして用いた．ただし，

3. で述べたように，Rinj, Cg, rg のみ [4] と若干異な

る値となっている．

2. スイッチモデルの妥当性について

本論文のシミュレーションにおいて，MOSFET素

子の理想的スイッチモデルを導入した．このモデルで

は，ドレイン-ソース間スイッチのオン・オフの切り

替わりに対応してドレイン-ソース間の抵抗 RS の値

が不連続的に変化する．そのため，式 (2)によって定

まるベクトル場は不連続性をもち，解軌道はこれを反

映する．本節では，このようにドレイン-ソース間の

抵抗値が不連続的に変化する理想的な場合（スイッチ

表 A· 1 回路中の素子値の比較
Table A· 1 Comparisons of calculated and measured

values of the circuit elements.

Element Calculated value Measured value Difference

LC 199 μH 214 μH 7.5 %

L0 19.9 μH 19.9 μH −0.20 %

Lf 16.5 μH 16.5 μH −0.36 %

CS 1.50 nF 1.46 nF −2.5 %

C0 1.75 nF 1.74 nF −0.68 %

C1 1.80 nF 1.79 nF −0.83 %

C2 17.3 nF 17.4 nF −0.38 %

R 25.0 Ω 25.0 Ω −0.090 %

Rd1 750 kΩ 752 kΩ 0.20 %

Rd2 250 kΩ 249 kΩ −0.21 %

rLC
0.0 Ω 0.0100 Ω -

rL0 0.0 Ω 0.503 Ω -

rLf
0.0 Ω 0.400 Ω -

Rinj 20.0 kΩ 20.0 kΩ 0.0 %

Cinj 0.100 μF 0.101 μF 1.4 %

ffree 1 MHz 1.0077 MHz 0.77 %

VDD 12.0 V 12.0 V 0.0 %

Vo 9.0 V 8.80 V −2.2 %

Ic 0.277 A 0.278 A 0.36 %

Vth 3.0 V - -

rS 0.16 Ω - -

Cg 1.72 nF 1.72 nF -

rg 3.0 Ω - -

モデルを用いる場合）と，連続的に変化する現実的な

場合を比較し，両者の整合性を確認する．その結果と

して，スイッチモデルを用いたとしても，非現実的な

アーティファクトは生じないことの裏付けが得られる．

RS の値が連続的に変化する現実的な状況を再現す

るために，スイッチングの不連続性を滑らかに丸める

必要がある．これは例えば，以下のように RS, smooth

を設定することで可能になる．

RS, smooth ≡ 1

2
× (rS, OFF − rS, ON)

×{1 − tanh(α(vf − Vth))} + rS, ON, (A·1)

ここで α は，スイッチングを「丸める」度合いを

表す係数である．また，[4] の数値シミュレーショ

ンに倣い，rS, OFF = 10 MΩ, rS, ON = 0.16 Ω，

Vth = 3 Vとする．式 (A·1)において，vf → ∞のと

図 A· 1 スイッチモデルと，連続的に変化するRS, smooth

の比較．(a) MOSFET 素子のドレイン-ソース
間の抵抗値，(b) ゲート-ソース間電圧 vf，(c)

ドレイン-ソース間電圧 vS

Fig.A· 1 Comparisons of the switch model RS and

its smoothing RS, smooth. (a) Drain-to-

source resistance RS and RS, smooth, (b)

gate-to-source voltage waveform vf , and

(c) drain-to-source voltage waveform vS .
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図 A· 2 スイッチモデルと，連続的に変化するRS, smooth

に対する位相感受関数 Z(θ) の比較．(a) Z(θ)，
(b) (a) の破線部の拡大

Fig.A· 2 Comparisons of Z(θ) obtained from the

switch model RS and from its smoothing

RS, smooth, respectively. (a) Z(θ), (b) its

magnification of the dotted area in (a).

き，RS, smooth → rS, ON(= 0.16 Ω)となり，一方で

vf → −∞のとき，RS, smooth → rS, OFF(= 10 MΩ)

となる．この RS, smooth とスイッチモデルの比較を図

A· 1(a)に示す．αの値が小さくなるほど，抵抗値の変

化がなだらかになることが分かる．ただし，図A· 1(a)

において，横軸を θ としている．その理由は，式 (2)

のとおり，RS = RS(vf (t))であり，θ = Ωtであるか

らである．

まず，図 A· 1(b)，(c) に MOSFET 素子のモデル

としてスイッチモデルを用いた場合と，連続的に変

化する RS, smooth を用いた場合の波形の比較を示す．

図 A· 1(b)は，MOSFET素子のゲート-ソース間電圧

vf (θ)の波形である．不連続性を「丸める」度合い α

が変化しても，各々の波形の差異はわずかであること

が分かる．図 A· 1(c)は，MOSFET素子のドレイン-

ソース間電圧 vS(θ)の波形である．MOSFET素子の

モデルとしてRS, smooth を用いた場合の波形は常に滑

らかであり，αが大きくなるほどスイッチモデルの場

合（α = +∞ に相当）の θ = π で角をもつ波形に漸

近することが認められる．したがって，スイッチモデ

ルを用いた場合とこれを丸めた RS, smooth を用いた場

合の両者は，波形レベルで整合し，スイッチモデルを

用いても非現実的なアーティファクトは生じないこと

が認められる．以上の観察結果は，他の全ての変数の

波形についても成立するが，これは紙面の制約により

省略する．

次に，図 A· 2 に MOSFET 素子のモデルとして不

連続的に変化するスイッチモデルを用いた場合と，連

続的に変化する RS, smooth を用いた場合にそれぞれ

得られる位相感受関数 Z(θ)の比較を示す．図 A· 2(a)

は Z(θ)の全体像であり，図A· 2(b)はスイッチがオン

からオフに遷移する位相 π 付近の拡大である．αの値

が大きくなるほど，確かに両者の，式 (A·1)の位相感

受関数 Z(θ)の一致度が一層高くなることが認められ

る．一方，α の値が小さくなるほど Z(θ) のオフセッ

ト（Z(θ) をフーリエ級数展開した際の定数項）が負

の方向に移動するものの，式 (1)の畳み込み積分の定

義より，この Z(θ)のオフセットは（積分して 0とな

り）ロックレンジの大きさに寄与しない．したがって，

図 A· 2でのスイッチの「丸め」の範囲内では，ロック
レンジの値は実質影響を受けない．

以上より，MOSFETのドレイン-ソース間の抵抗値

が不連続的に変化するスイッチモデルを用いる場合と，

これを丸め連続的に変化する場合の結果は，波形（リ

ミットサイクルの解軌道）のみならず，その周囲で定

まる Z(θ)の両者で一致・整合することが認められる．

結論として，本論文のスイッチモデルを用いることに

よる非現実的なアーティファクトは生じないことの裏

付けが得られた．すなわち，スイッチモデルによる結

果は，これを丸めたモデルの（α → +∞ の）極限と

みなせる．逆に，スイッチモデルは，現実的な環境で

不連続に変化するスイッチの筋のよい簡素化近似とも

みなされる．
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