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論 文

注入同期の物理限界

田中 久 陽

　1　は じ め に

　現在 の 情報通信 の 基 盤 と して，「注入 同期 （in−

jection　locking）」 とい う技術 は，近年，地味に注

目を集め て い る トピ ッ クであ る．注入同期現象と

は自励発振器 （非線形振動子）に外部信号を強制注

入する と発振器が外部信号 に同期する現象で 基本

的 な物理現 象で ある．こ れ を利用する 技術は真空

管時代に端を発 し，現在の ミ リ波等の 高周波数帯

で の 利用 ，省電力設計，回路の 微細化の 要請か ら t

現在 リバ イバ ル が進ん で い る．た とえ ば ミリ波帯

を用 い る ベ ース バ ン ド通信 にお い て ，注入 同期回

路は通信の 品質を保証する必須構成要素で あ る．

Fig．1 に示す ように ベ ース バ ン ド通信で は，送信

側は高レー トの デ
ータ シ グナル その もの を搬送波

に ダ イレ ク トに 重畳 して 送信 し，受信側 は こ の

「搬送波」 を外部信号 （入力）とし て t 受信器の 発

振器の 注入同期に よ り，搬送波の周波数に正 確に

追従，同期する，こ れに よ り，送信 され たデ
ー

タ

シ グナ ル が正 し く復号，受信 され る こ とになる．

こ の ベ ース バ ン ド通信を用 い る と，例 えば PC や

ビ デ オ の ような機器 内部 の 大容量 の デ
ー

タ通信に

必 要となる配線が近距離 無線に よ り置 き換えられ，

大量の 配線が削減 され る 大きな メ リ ッ トが生 じる．

こ の よ うな背景で ，VLSI 技術 の オ リ ン ピ ッ ク と

呼ばれ る 国際会議 ISSCC で は，注 入 同期 回路 に

関連する発表が過去数年間，継続的に報告 され て

い る （例 えば［1］）．一方で ，サ イエ ン ス と して の

重 要性か ら も Nature，　Science誌等を筆頭 に注入

同期に 関連する物理や生 体リズ ム （生物時計）の 研

究が継続的に報告されて きて い る，こ こ では，注

入同期は引 き込み （entrainment ）と よ ばれ る こ と

が多 く，こ の 引き込み が非線形振動子の 集団の パ

タ
ーン形成の基礎 となっ て い る ［2］［3コ，と こ ろ が ，

こ の 注入 同期の 物理 限界（実現可能限界）に は ひ と

発振 器

受信 デ ータ

　
） ミ リ波

搬送 波

　 　 　 　

　 　 　 　 　 　 　 　 　 注入同期

Fig．　1 注入同期の応用例 ：べ 一
スバ ン ド通信
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つ の 数理が 潜ん で い る ．こ れを紹介する こ とが本

稿 の 目的で ある．

　2 注入同期の最適化問題

　 まずは じめに，注入同期 の 解析 を目的 と して利

用 可能な解析的 ア プ ロ
ー

チ につ い て 概説す る．注

入 同期の 性 能を評価す る尺度 と して ，ロ ッ ク レ ン

ジ （locking　range ）は重要 で ある．ロ ッ ク レ ン ジ と

は注入同期が成立する外部信号（入 力）の 周波数帯

域 の こ とで あ り，こ れが広 けれ ば t よ り柔軟か つ

ロ バ ス トな注 入同期が得 られ るか らで あ る．こ れ

を Fig．2A に 示す．こ こ で ．縦軸の △ω は発振器

の 自励発振周波数と入力周波数 の 差 （離調）を表 し，

横軸は 入力の 強度を表す．こ の ，くさび 状の ロ ッ

ク レ ン ジ†1の 外で は，同期が 成立 せ ず利用不可能

とな る ．以下で は人力の 強度が十分小さな，弱入

力の場合 を仮定す る．こ の仮定は．先 に述 べ た べ

一ス バ ン ド通信な どの 現在の 電子機器 に お い て も，

入力 （電流）が デ バ イス を損傷 しない ため に，また

省電力性の 要請か らも，自然で 合理的なもの で あ

る ，

　工 学分野で の注入同期の先行研究は ，ア ドラ
ー

　 　 　 　 　 　 　 　 （A ）　 　　　 　　　　 　　　 　 （B）

入 力強度 ．M （C ）

Fig．2 （A ）囗 ッ ク レ ン ジ，（B）位相結合関数

　　　 （C）最適入力の様子

†1 非 線形 ダ イ ナ ミ ク ス の 分 野 で は，こ れ を ア
ーノ ル ド

　 タ ン グ と よぶ．

数　理 　　　　　 　　　　　　 　　　　 ［104 ］

［4］に は じま り，そ の 後，黒川 ［5］，大 黒 ら ［6］と
一

般化が 進み ，か つ 解析 の 対象 も広 くな っ て い るが，

その本質は，次の い わゆる ア ドラ ーの 方程式に よ

り理解 され る．

　 　 　 　 　 　 　 d α

　　　　　　　　　＝ △ω
一

ε sin α 　 　 （1）
　　 　　 　　 　 dt

こ こ で α は発 振 器 の 発 振位相 と入力信 号 の 位相

差 を示 し，△ω は離 調 を示す．こ れ に よ っ て， ロ

ッ ク レ ン ジが定 まる の みな らず，同期へ 至る過渡

状 態や 同期 の 安定性解析が 可能になる．こ の 先行

研究の 枠組み は，現在で も諸 々 の 対象に適用 され

て い る （例 と して ［7］［8］）が ，その 前提条件が発振

器は 弱非線形，か つ 入力は ほ ぼ 正弦波 と仮定 して

お り，発振器の 非線形性が 強い 場合や ，入力が 正

弦波か ら大 きく外れ る場合に は，その 適用が
一

般

に 困難とな る ．

　 次に ア ドラ
ー

の 方程式 の
一

般化 と見做 され る，

位相方程式の 導出 と，それ に よる注入 同期の 解析

に つ い て 説明する．こ こ で 扱う発振器は リ ミ ッ ト

サ イ ク ル解を持 つ 非線形振動子 とみ なせ る ．そ の

ダイナ ミ ク ス は
一

般に，次の 方程式に したが う．

　　 　　 　　 　 dx
　　　　　　　　　＝F （x ）

−U （t）　　　　　　　（2）
　　 　　 　　 　 dt

こ こ で ，X （∈ R ”

）は状 態 変 数 1 （t）（∈ R ”

）は 周

期 的入 力を表す．こ こ で は，簡単の ため （
一般性

を失 わず），入 力 」r（t）は回路 中 の 1点に注入 され

る入 力 f（t）∈ ・R とする．こ の と き，リ ミ ッ トサ

イク ル 解 を Xo （∈ Rn ）とす る と，こ れ に沿 っ て 発

振 位相 に相 当す る ψ（∈ ［0，2π鮮 S）とい う（局所

的 な）変数が 導入 され る．そ の 結果，入力 fが 弱

入力 とい う仮定 の 下 で，式 （2）は xrx 。 の 近傍に

お い て次の ψにつ い て の 方程式に縮約される．

　　　　　　髪 ・ ＋ ・（ψ）・f（t）　 （・）

こ こ で，ω は 自励発振周波数 Z （ψ）は位相感受

関数と よばれ る周期関数で ある ，さらに 入力の周

波 数 を Ω（〜ω ）とす る と，ψに代 わ る 変 数 φニ

ψ
一

Ωtが定義され る．こ れ は 発振状態 と入力の位

相差に対応する 「遅い 」変数 とみ なされ，速 い 動
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きに関する平均化 によ り，φにつ い て 閉じた次の

位相方程式が 得られ る，

NO ．3　SEP．2014

　　　　　　參一△・ ＋ r（φ）， 　 （・）

た だ し F（φ）＝〈Z （θ十φ）f（θ）〉．こ こ で ，〈・〉は θ

に つ い て の 1周期に わた る平均†2を示 し，P （φ）は

位相結合関数 とよば れる，以上 の 局所変数 ψの

存在や，（4）の 位相方程式へ の 縮約 は数学的に 厳

密な結果 で あ り［9］，非線形物理の 分野で も独 自

に同等の結果が得られ て い る ［3］．なお，（1）の ア

ドラ
ー

の 方程式は （4）の 1つ の 例 とみ なされ る．

　Fig．2B は ロ ッ ク レ ン ジ の 導出 を説明 して い る．

注入同期が成立するため の 必要十分条件は，φが

ddi！dt＝0か つ P ’

（φ）＜ O をみたす こ とで あ り，位

相結合関数の 最大値 F （φ＋ ）と最 小値 r （φ一）の 範

囲内に離調 （
一

△ω ）が入 っ て い る ことが導か れ る．

　 以上は，1 ：1引 き込み （すなわ ち，ω ：Ω ・・ 1 ：

1）の 場合で あるが，同様 の こ とが m ； n 引 き込

み （すなわ ち，ω ：Ω ・vm ： n ）の 場合に成立する．

そ の場合の 位相方程式は，

　　　　　　讐一△・ ＋ F。 ・n （φ），　 （・）

た だ し Fmin（φ）一〈Z（m θ＋ φ）f（n θ）〉と な る，上

記 の 位相 感受関数 Z は．これ ま で 工 学分野で も

独 自に見出され，ISF［lo］や PPV ［11］†3 とよばれ て

い る．実際 に所与の発振器に対 し位柑方程式を導

く際，こ の Z を正確 に か つ 効率 良 く求め る こ と

が重要である．こ れ は例えば［12］［13］の ような複

雑 な発振器 に対 し て も，イ ン パ ル ス 応 答関数法

［14］に よ り，回路 シ ミ ュ レーター（SPICE）か ら直

接 に，数値的に得る こ とが可能に な っ て い る．

　2．1 最適入力の存在 ：変分法による

　　　 アプロ
ーチ

　以上 の準備の もとで ，注入同期を最適化す る最

適化問題が定式化 され る ［15］［16］．た とえ ば ロ ッ

†・ 具体的 に は ，〈・〉誹∫｝・・で あ・，

　 †3　［11］で は，（4）を （1）の ア ドラ
ー

の 方程式 と対比 して，

　 　
一
般化ア ドラ

ー
方程式と よん で い る．

9

ク レ ン ジを最大化する場合は ，以下 の ように考 え

る ［15］．まず，入 力fに対 し，次 の 汎関数 を定義

する．

　　　　 ∫［プ／　≡ 1〜［f］十A〈ア（θ）− C＞　　　　（6）

こ こ で ，R ［f］は f に対 し（Fig2B の よ うに ，
一

般 に
一意に定 ま る）ロ ッ ク レ ン ジを与え，具体的

には

　　 R ［f］＝ r （φ＋）
− F （φ一）

　　　　　＝ 〈｛z （θ＋ φ＋ ）− z （θ＋φ一）｝f（θ）〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7）

と表示 され る．こ こ で φ＋ お よび φ一は，そ れぞ

れ位相結合関数 r
’
（φ）が最大 ・最小 となる φを表

して い る．また，〈f（θ）− C＞ニ0 は入力 f の 1周

期 平均が C となる制約条件で あ り，特に C ＝ 0の

ときチ ャ
ージ バ ラ ン ス 制約 とよ ばれ る．こ れ はつ

ま り，注入 され る正味の 電荷がゼ ロ に なる と い う

制約であ る．また （6）の A はラ グ ラ ン ジ ュ の 未定

乗数で ある，要する に（6）に よ り，〈f（θ）〉≡ C − O

と い う制約 を満た すf の うち，R ［f］を最大 にす

る最適解 f。pt を決め るため の げ，
λ）につ い て の極

値問題が定式化される．

　こ の 極値 問題 が
一意に解 をもつ た め に は，もう

1 つ 制約条件が必要で ある，た とえばパ ワ ー＝一

定 と した入 力，す なわち，〈f2（θ）〉＝一定 とい う

制約条件を課すと，そ の 最適解 f。 Pt は，変分法を

用 い て

　　f。 pt （・）一　th｛・（・＋ φ・ ）
一・（・＋φ一）｝ （・）

と求 ま り，そ の 極大性 も確認 され る ［15］．こ こ で

・→」QZP，た だ し P − 〈f ・

（・）〉，　e − 〈｛Z（・＋ φ・ ）

− Z（θ＋φ一）｝
2
＞で あ り，φ± は Z に つ い て の 非線

形方程式か ら数値的に得 られる ［15］．

　 また ロ ッ ク レ ン ジを最大化する代わ りに ，引 き

込 み状 態の （線形）安定性 を最大化する こ とも可能

で あ る．こ の 場 合 は R ［f］の 代 わ りに S［f］一

一F ’

（φ．）として ，そ の極値問題に帰着する ［16］t4，

　以 上 にお い て は，変分法 （オ イ ラ
ー ・ラ グ ラ ン

恒 　こ こ で φ＊ は （4）の 定常解 を示 し，一
般性 を 失なわ ず 0

　 とおい て よい ．
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ジ ュ 方程式）が用 い られ，こ れ に よる最適解は （8）

の φ± に 対 し，
一

般 に複数得 られ る こ とが 判明 し

た ．しか し，そ の 他 に も最適解が ある の か ，さ ら

に そ れ らの 中で ベ ス トな最適解 （すなわ ち物理 的

限界）とは何で あるか，に つ い て の 情報 は変分法

に よ っ て は原理的に 得られ ず，モ ヤ モ ヤ した感 じ

が 残 っ て い た．

　 2．2 注入同期の物理限界の存在 ：

　　　 不等式に よる ア ブ囗 一チ

　 と こ ろが，最 近 の 筆者の 研究［17］に よ り，こ の

ベ ス トな最適解の 存在や非存在，さ らに よ り広い

クラ ス の制約条件下 で の 最適解が議論で き，注入

同期の 物理 限界の 存在が明 らか に なっ て きた，例

えば，以下の基本的な問題 は応用上 も重要 で あ る

が ，こ れ らが解答可能となる ．

　Pl 上 で 述 べ た パ ワ ー制約され た 入力（〈f2（θ）〉
− P ＝ 一

定）に対 し，1 ： 1引 き込み の ロ ッ ク レ ン

ジを最大化す る も の は存在するか ？　 もし，存在

するな らば，それ は唯
一

か ？　 また，その 最大 ロ

ッ ク レ ン ジ の物理 的 な意 味はど の ように特徴付け

られる の か ？

　 P2 上 記の パ ワ ー制約入 力に代 わ り，面積 制

約 され た入 力 （つ ま り，その 値 の 絶対値の 積分 が

一定値 に抑 え られ た入力〉に対 し，1 ： 1引 き込み

の ロ ッ ク レ ン ジを最大化す る も の は存在する か ？

ある い は振 幅制約 され た入 力 （つ ま り，そ の 絶対

値 が
一

定値以 内に抑えられた入 力）の場合は どう

か ？　 それ らは どの ように特徴付け られ る の か ？

　P3 以 Eで の 1 二1引 き込み の 最適化問題は，

…
般 の m ：n 引き込 み の 場合に も成 り立 つ か ？

も し， そ うな らば，そ の 場合の 最大 ロ ッ ク レ ン ジ

は どの よ うに特徴付 け られ るの か ？　 また，1 ： 1

引き込み の 場合と どの ような関係が あ るの か ？

　こ れ らの 基本問題 Pl，　P2，　P3 に対 し，あ る意味

で完全な解答が可 能であ る こ とを（以下の Sl，　S2，

S3 に お い て ）示す．そ の 準備 と して ，まず入力 プ

の 属 す ク ラ ス とし て P 乗可積分 な関数 LP（S）を

仮定 しよ う，

数　理　　　　　　　　　　　　　　　［106 ］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　11fl「P
≡ ＜lf（θ）Ip＞i　＝ M

「
〈 DO

，　　（9）

ただ し，p ≧ 1 で あ り，　 M は正 定数とする。特 に

p＝2 の 場 合，（9）は くf2＞＝ M2 ，す なわ ち f の パ

ワ
ー

が MZ に制約 され る こ とを示す．また，　 p＝1

の 場 合，〈国〉＝− M ，す なわ ち f の 「面積」が M に

制約 され る．一
方，P ＝ Q。 で は （9）は lifll。。

＝M に

相 当 し，11fll。。は Lif（θ）1の 本質的上 限（ess ，　sup ）な

の で lf（θ）1＜ M （殆ん ど全て の θ∈ S）となる．要す

る に，こ れ らの f に は微分 可能性 や連続性 も必要

とせ ず．2．1 の 変分 法に よる ア プ ロ ーチ で暗黙 に

仮定 して い た よ りも広 い ク ラ ス の 関数 とな っ て い

る．

　 さ らに，（9）に加え，先に述 べ たチ ャ
ージバ ラ

ン ス 制約 を導人する

　　　　　　　　 〈プ（θ）〉＝0，　　　　　　　　（10）

以 Eの もとで．2．1で の パ ワ ー制約の もとで の 注

人同期 の ロ ッ ク レ ン ジ の最大化 は，次の 最適化問

題 と して 定式化 され る．愚直に書 くと

　　　 maximize 　R ［f］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）
　　　 subject 　to　〈f（θ）〉

；O，　　11f］lp＝M

とな るが ，2．　1 と同様に，少 し工夫 を し て，11fll
ρ

＝M の も とで ノ［刈＝R ［f］＋A（f（θ）〉を最大化する

f と λ を求め る 問題 に焼 き直すこ とが で きる．さ

らに，こ の ノV］は．（7）に よ り次の よ うに 2 つ の

関数プと g の 内積 と して 表示が可能で ある ：

　　 ノ
’
［f］＝ 〈f（θ）［2（θ）十λ］〉≡ 〈ノ

『
（θ）9 （θ）〉，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （12）

た だ し g（θ）＝Z （θ）＋ A，2（θ）≡ Z （θ＋ △ φ）
− Z （θ）

お よ び △φ≡ φ＋

一
φ一で あ り，こ の △ φ は変 数 θ

の 座標 変換 θ＋ φ一→ θ に よ り自然 に導入 され た．

一方，引 き込み状 態 の （線形）安定性最大 化は．

（11）に お い て R ［f］を 単 に S ［f］一一F 「
（φ。 ）＝

一
〈f（θ）Z

’
（θ）〉とお き換 えれ ばよ い 、した が っ て．

こ の 場合 は （12）の g（θ）を g （θ）一
一Z ’

（θ）とお け

ば，同様の 議論が 可能 となる の で ，以下 で は ロ ッ

ク レ ン ジ最大化 の g（θ）＝Z （θ）＋λの 場合 の み を

考える．

　 2．1で は ，こ の ノ鬩 の 最大化に変分法 を用 い た

が，（12）をみ れ ば，こ の 問題は しか る べ き構造を
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　　　　　　．
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Fig．3 最適注入同期 の 概要

oo

（C ）

11

もつ こ とに気が つ く．そ の キ
ーとなる の が，次の

ヘ ル ダ
ーの不等式 （H61der

’
s　inequality）［18］である．

　　　　　　　 11fglli≦ 11fllp［1911q．　　　　　　（13）

た だ し，こ の p ，q は 1≦ p，q≦ 。。 ，p
−1

十 q
−1 ＝1

を満たす．こ の （13）よ り，（12）の ノ［f］を最大化

するこ とは，

　　　 ノ［f］ニ ＜fg＞≦ 〈lfgl＞

　　　　　　＝ 11fgll，
≦ 11f｝1ρllgllq＝：！M 】191iq　（14）

に お い て 全 て の 等号が成立する入力f を，所与の

g← 2 （θ）＋ λ）に つ い て 求 め る こ とに帰着 す る．

紙面 の 制約か ら詳細は 他 に譲 り，（先 の Pl，　P2，

P3 にそ れぞれ対応 して）得 られ る結果を以下 に整

理 しよう．そ の 大枠は，Fig．　2C の （a），（b），（c）に

示 す よ うに，1＜P＜ D 。 （特 に P − ・ 2），P ・ − 1，P ； 。。

の 3通 りに分類 され る
t’5．お の お の の 概 要 は以下

の 通 りであ る．

　Sl　 1＜p〈 。・ の 場合，1 ：1 引 き込みにお い て，

最 適な入力 （≡ f。 Pt，ρ）は LP （S）内で唯一存在す る，

こ の f。p ，，p は，　 Z に よ り陽に与 え られ，こ の ベ ス

トな最適入力 に対応する最大 ロ ッ ク レ ン ジ とは，

ヘ ル ダ
ー

の 不等式 （13）の 右辺 に他な らない ，

　 S2 φ
一1 の 場合 の 1 ： 1 引き込み にお い て も最

大 ロ ッ ク レ ン ジに上 限が 存在 する．
一

般的な Z

に対 しL
，（S＞内で しか る べ き正負

一
対の パ ル ス 入

力 （≡ f。p、，、）を設計する こ とに よ り，こ の 上 限ヘ

パ ル ス の幅 を細 くす るにつ れ，い くらで も漸近可

能で ある．こ の パ ル ス入力の 形状 は 上 記の Sl で

†5　本稿 で は，周期 的 自発発 火 を 示す Hodgkin−Huxley ニ

　 ュ
ー

ロ ン モ デ ル ［16］か ら得 られ る Z を
一

例 と す る ，こ

　れは，Fig2C の （d）お よび Fig．3C に 示す通 りで あ る．

の 最適入力に お ける P → 1 の 極限と整合 し，こ の

ロ ッ ク レ ン ジ の 上 限は，ヘ ル ダーの 不等式 （13）の

右辺で P ＝ 1，q ＝ 。。 とお い た もの に相当す る．一

方，P＝・・ の 場合の 1 ： 1 引 き込み に お い て ，最

適入力 （≡ f。 pt，　。。）は L 。。（S）内で 唯
一

存在 し，　 Z に

よ り陽に表示 され，Sl の 最適入力で P→ ○○ の 極

限に
一致する，こ れに対応する最大 ロ ッ ク レ ン ジ

は，ヘ ル ダ
ー

の 不等式の 右辺で P＝。。 ，q ニ1 とお

い た もの に相当す る．

　S3　こ こ で は簡単 の ため Z，　f．お よび以下で 定

義す る Z 。 ，　fmは い ずれ もフ
ー

リ エ 級数表示が可

能なクラ ス の 贓 とする ・Z （θ）書 ＋Σ加 ・S

ブθ… S・・ グθ），f（・）一 号・Σ 、（c … C・・ hθ・ dk ・i・

kθ）， Zn（θ）≡ 穿・Σ緬 ・… ブθ・ わ・ ・i・ ・ゴθ）・

fm（θ）≡ 号＋Σ、（c… C… mh θ＋ d・ ・
　si・ mk θ）†

6・

また対 応 す る Pmln（φ）＝〈Z （m θ＋ φ）ノ（n θ）〉も，

Z，f の フ
ー

リエ 級数か ら項別積分に よ り，フ
ー

リ

エ 級数表示可能 とする，こ の とき三 角関数の積和

の 公 式 よ りFmrn（φ）＝〈Zn（m θ＋ φ）f（n θ）〉ニ〈Zn

（m θ＋ φ）fm（n θ）〉で ある，こ の 式は，　 Sl，　S2 で 得

られて い る 1 ：1 引 き込み の 最適入 力を得 る ア ル

ゴ リズ ム にお い て ，Z を Zn とお きかえる の み で

一
般の m ： n 引 き込み の 最適入力が fm（n θ）の 形

で 得 られ る こ とを示す†7．Fig．3A ，
　Fig．3B はそれ

†6 直観 的に は Z 。，fmはそれ ぞれ Z ，　f の フ ーリエ 級 数 を

　厩 mk 項の み 残し て 間引い た もので ある．

†7 ただ し，m ； 1の 引 き込みの 場合 の み例外 的 に，その

　最適 入力が （m ： m ＝＝1 ：1引 き込み の 場合 と一致する た

　め）存在 し ない こ と に な る，しか し，これ が 漸 近 的 に は，
　1 ： 1 引 き込み の 最適 入力 と

一
致 す る と み なす こ とは ロ亅

．

　能で ある，
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12 応　用　数 　理

そ れ 1 ：1 引 き込 み と 1 ： 2 引 き込 み の 最適入力を

示 すが ，1 ：2 の 場 合 は 1 ： 1 の 場合 に 比 べ 波形 が

シ ン プ ル に なっ て い る．こ れ は Zn （ただ し，こ こ

で は n ＝2）に お い て ，Fig．　3C に示す元 の Z で の

高調波か らの 寄与が少な くなるた め で あ り，一般

に n が大 きくな る に つ れ こ の 傾向が顕著 になる，

　 こ れ らの 結果に よ り，Pl，　P2，　P3 へ の解答が得

られ た．以上 の Sl，　S2，　S3 お よ び こ れ らに関する

最適化ア ル ゴ リ ズ ム の 基礎 として ，い くつ か の定

理 が 得 られ て い る ［17］．ご 利益 と して ，2．　1 の 先

行研究［15］［16］で は 出来なか っ たこ とが可 能 にな

る ．それは例えば，次の 事柄であ る．（1）「注入 同

期 の 物理限界」 の 存在証 明
・
本 質を示す こ と，

（2）パ ル ス 入力の 取 り扱 い ，（3）ロ ッ ク レ ン ジの 最

大化，安 定性 の 最大化，
一

般 の m ： n 引 き込み

で の 最適化問題が 系統的に解答可能 となる こ と．

要する に，以上 に よ り弱入力の場合 の 注入 同期の

物理限界に対し，一般的に成立 す る 「基本法則」

の よ うな もの があると分か っ た．

　それ で は ，こ の 「基本法則 」が 当て はま る 「物

理」は他に もあるだろ うか ？　実 は，近年，地味

に 盛 り上 が っ て い る Tsallis統計 ［19ユが該 当す る

［20］．こ れ に つ い て は，別報に譲るが，筆者の 知

る限 り，広 く知られて い る ヘ ル ダ
ーの 不等式が本

質 となる 物理 工 学等の具体的問題 が こ れ まで全

く知 られて い なか っ たの は驚 きで さえあ る．ヘ ル

ダーの不等式の 100年以 上の 歴史 と，数学 では 日

常的に使用 され て い る こ とを鑑み れ ば，で あ る．

　3 応用例と今後の課題

　本論文の 注入同期に関す る課題 として は，まず

［1］［7］［8］［12］［13］の よ うな回路設計 へ の 応用 が

挙げられ る．一方，他の 分野 で の 課題 として，制

御理論の最近の研究で はエ ネル ギ
ー

（パ ワ
ー収支）

制約 下で の 最適制御 ［21］［22］が注 目されて い るが，

わ れわれ の 一般化 パ ワ ーゆ 乗ノ ル ム ）制約下 で の

取 り組みは，その ような研究 に貢献 をする こ とも

期待 され る ．さら に制御理論の 新規な方向性 とし

て ，振動子集 団の 「ア ン サ ン ブ ル 制御」（例 えば

［108 ］

［23］）が 開拓 され て い るが，そ こ で もパ ル ス 列 の

入力に よ る 制御則 として ，わ れわれ の 結 果 は有用

とな る と期待 され る．またヘ ル ダ
ーの 不 等式が本

質的 となる 極値問題 は，Tsallis統計 の 他 に も存

在するが，こ れ につ い てに別報を期待された い ．

　本稿で は最近筆者の 出会 っ た ささや かな発見を

鮮 度よ く皆様 にお届けする こ とを目的 とした．そ

の ため厳密性 や詳細 に つ い て は割愛せ ざ る え なか

っ た．こ れ らに つ い て は末尾 の 文献，筆者の研究

室 の サ イ ト［24］を参照 された い ．

　謝　辞

　本研 究は，科研 費基盤 B 研 究の もと に徳 田功

准教授 （立命館大），福田弘和准教授 （阪府大），千

葉逸 人准教授 （九大）との 共同研究の 一環 として行

われ た．また本研究の
一

部は テ レ コ ム 先端技術研

究支援 セ ン タ
ー SCAT 研究費助成 を受 けて 行わ

れた．こ こ に改め て 感謝致 します．最後に本稿の

閲読者の有益 なコ メ ン トに感謝致 します．

参 考 文 献

［1］　 Kawasaki ，　K ．　 Akiyama ，　Y．，　Komori ，　K ．，　Uno ，　M ．
　 Takeuchi，　II．，　Itagaki，　T ．，　Hino ，　Y ．，　Kawasaki ，　Y ，，　Ito，　K．
　 and 　Hajimiri，　 A．，　A 　 mil 量imeter−wave 　intra−connect 　 solu −

　 tion，　IEEE 　ISSCC 　Digest　 of　Technical　Paper 、（2010＞，
　 414−415．
［2 ］ 蔵 本 由紀，い わ ゆ る 「蔵 本 モ デ ル 」 に つ い て ，応 用

　 委文理，　17（20D7），175−177，
［3 ］ Kurameto ，　Y．，　Chemical　Oscillationst　Waves 　 and

　 Turbulence，　Springer，　Berlin，1984，
［4 コ　 Adler，　R．，　A 　Study　of　Locking　Phenemena 　in　Oscilla−

　 tors，　Proc．　IRE，34［6］（1946），351−357．
［5 ］　 Kurokawa ，　K ．，　Injection　Locking　of　Microwave 　Solid−

　 State　Oscillators，　Proc．　IEEE ，61［1D］（1973），1386−1410．
［6 ］　Daikoku ，　K、　 and 　Mizushima ，　Y 、，　Properties　of

　 Injection　Locking　in　the　Non −Linear　Oscillator，　Int．　J．
　 Electronics，31［3］（1971），279−292，
［7 ］ Yamamoto ，　K．　and 　Fujishima，　M ．，　A 　44−ptW 　4，3−GHz

　 Injection−Locked　Frequency　Divider　with 　2．3−GHz　Lock−

　 ing　Range ，　IEEE 　J．　So］id−State　Circuits，40 ［3］（2005），
　 671−677．
［8 ］　 Kazim 正erczuk ，　M ．K，，　Krizhanevski ，　V．G．，　Ras −

　 sokhina ，　J．　V．　and 　Chernov，　D ．　V，，　Injection−Locked α ass −

　 EOsci ］lator，　IEEE 　Trans ．　Circuits　and 　Systems　I，53［6］
　 （2006），1214−1222，
［9 ］ Hoppensteadt，　F．　C，　and 　Izhikevich，　E．　M ．，　Weakly

　 Connected　Nc し1ral　Nctworks，　Springer，　New 　York，1997．
［10］　Hajimiri，　A ．　and 　Lee，　T．　H．，　A　General　Theory　of

N 工工
一Electronlc 　 Llbrary 　



The Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Society 　for 　工ndustrial 　and 　Applied 　Mathemat 二ics

［109 ユ VOL ．24　 NO ．3　 SEP．2014

　 Phase　Noise　in　Electrical　Oscillators，　IEEE 　J．　Selid−State
　Circuits，33［2］（1998），179−194．

匚ll］　Bhansali ，　P．　 and 　Roychowdhury ，　J，，　Gen−Adler：the

　Generalized　Adie ガs　Equation　for　Injection　Locking
　Ana 且ysis　in　OscMatorst　Proc．　IEEE 　Asia　 and 　South

　Paci丘c　Design　Autornation　Conference，20D9，522−527．
［工2］　 Tanaka，　H．−A ．．　Hasegawa 、　A ，，　Mizuno，　H．　and 　Endo，
　T ．，Synchronizability　 of　distributed　clock 　oscillators，

　IEEE　Trans．　Circuits　and 　Systems　I：Fundamental

　Theory　and 　Applications，49［9］（2002），1271−1278，

［13］ Nagashima，　T．，　Wei，　X，，　Tanaka，　H ．−A ．　and 　Sekiya，　H ．，
　Numerical　derivations　 of　locking　ranges 　for　injection−

　 locked　class −E　oscillator，　Proc．　IEEE　10th　International
　Conference　 on 　Power 　Electronics　 and 　Drive　Systems，
　 2013，1021−1024．

［14］　太田 大輔，中久陽，毎野裕亮，同期現象の 解析 に必

　要 な位 相 方程 式 の 導出 ア ル ゴ リズ ム に 関する 比 較検討，
　電 子情報通信学会論文誌 A ，89［3］（2006），190−198．
［15］　 Harada，　T．，　Tanaka，　H ．−A ．，　Hankins，　M ，　J．　and 　Kiss，1，

　Z，，Optima且Waveform 　for　the　Entrainment　of　a　Weakly
　forced　Ooscillator．　Phys．　Rev ．　Lett．，105 ［8］（2010），
　 088301．

［16］　 Zlotnik，　A 、，　Chen，　Y，，　Kiss，1，　Z．，　Tanaka ，　H，−A ．　and 　Li，

13

　J．S．，　Optimal　Waveform 　for　Fast　Entrainment　ef　Weakly

　Forced　Nonlinear　Oscillators，　Phys．　Rev ，　Lett．，111［2］

　 （2013＞， 241D2．

［17］　Tanaka，且一A ．　Optimal　 entrainment 　 with 　 smooth ，
　pulse ，　 and 　square 　 signals 　irl　 weakly 　fQrced　 nonlinear

　escillators，　Physica　D，　Accepted（2014）．

［18］　Rudin，　W ．，　Real　and 　Complex　Analysis，　third　 ed ，，
　 McGraw −Hill，　New 　York，／987，63−65．

［19］　 Tsallis，　C，，　Introduction　to　Nonextensive　Statistical
　Mechanics ，　Springer，　New 　York，2009．

［20］　Tanaka ，　H ．−A ，，　Synchronization　limit　 of 　weakly

　forced　nonlirlear　 oscillators．　 Fast　 Track　 Communica −

　tions　in　J．　Phys、　A，　Accepted（2014）．
［21］　 福 島 直 人，萩原一郎，エ ネル ギー収 支 に着 目 した 新

　 しい 最適制御理論の 構築 とそ の 応 用，応 用 数 理，17［2］
　（2007），138−154．

［22］　福島直人，萩原一
郎，エ ネ ル ギー最 適 制御 理 論 ：最

　 適制 御理 論 の 新 しい 枠 組 み と その 発 展 性 に つ い て，応 用

　数理 ，　21［4ユ（2011），259−275．

［23］　Li，　J．S．，　Ruths，　J，，　 Yu，　 T．Y，，　Arthanari ，　H ．　 and

　 Wagner ，　G ，　Optima1　pulse　design　in　quantum 　control ：A

　 unified 　computational 　 method ，　Proc．　of　the　National

　Academy 　of　Sciences，108匚5］（2011＞，1879−1884．

［24］　 http；〃synchro4 ．ee．uec．ac．　jpf

［Abstract］

　In　this　article，　a　universal　mechanism 　governing　entrainment 　limit　is　shown 　to　exist 　under 　weak

forcings，　 This　underlying 　mechanism 　enables 　us 　to　understand 　how 　and 　why 　entrainability 　is　maxi −

mized ；maximization 　 of 　the　 entrainment 　range 　 or 　that　of　the 　 stability 　 of　entrainment 　for　general
forcings　including　pulse　trains，　and 　a　fundamental　limit　of　general　m ：n 　entrainment ，　are 　clarified 　from　a
un 丗ed ，　global　viewpoint ．　 These 　entrainment 　Iimits　are 　verified 　in　the　Hodgkin −Huxley　neuron 　model

as　an 　example ．
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